Sechs verschiedene numerische Darstellungen fiir ,,25 % —
und wie man sie ineinander umrechnen kann

PATRICK WIESNER, REGENSBURG, KARIN BINDER, MUNCHEN, STEFAN KRAUSS, REGENSBURG,
NICOLE STEIB, REGENSBURG, CELINA LEUSCH, REGENSBURG

Zusammenfassung: Es gibt unterschiedliche nu-
merische Darstellungsformen von relativen Hdu-
figkeiten wie z. B. ,,25 %", ,, 1 von 4" oder ,,Jeder
Vierte*, von denen jedoch nur einige in der Schu-
le ausfiihrlich behandelt werden. Im vorliegenden
Beitrag sollen diese Darstellungsformen vorgestellt
und anschliefend zwei verschiedene Moglichkeiten
erldutert werden, wie deren wechselseitige Umrech-
nungen im Unterricht thematisiert werden konnen.
Bei beiden Varianten werden dabei die Anzahl der
zu lernenden Umrechnungen reduziert, indem einmal
die gewohnlichen Briiche und einmal die natiirlichen
Haufigkeiten ins Zentrum gestellt werden.

1 Einleitung

Absolute und relative Haufigkeiten sind zentrale
Konzepte des Stochastikunterrichts. AufBerhalb des
Unterrichts finden sich dabei die unterschiedlichsten
Darstellungen konkreter relativer Haufigkeiten (vgl.
Tab. 1 bzw. Abb. 1).

Immer mehr Menschen in Deutschland
machen sich Sorgen  wegen der
Erderwdrmung und die meisten werden
deshalb auch schon selbst aktiv:
sparen Treibhausgase ein so eine aktuelle
Umfrage: der Befragten fahrt
weniger Auto oder verzichtet sogar komplett
auf Autofahrten. Auf Flugreisen verzichten
und versuchen zumindest
weniger zu fliegen. Jeder Dritte] vermeide
tierische Lebensmittel und viele Menschen
sind auch zuriickhaltender mit
Neuanschaffungen. Auch wenn also viele
Menschen aktiv versuchen Treibhausgase
einzusparen, mehr als sieht
trotzdem vor allem die Regierung und gro3e
Unternehmen in der Verantwortung etwas
gegen den Klimawandel zu tun.

Abb. 1: Nachgestellte Radionachrichtenmeldung der
dpa, in dem verschiedene Ausdriicke fiir relative
Haufigkeiten vorkommen

Aus mathematischer Perspektive stellen relative
Haufigkeiten Anteile dar. Anteile nehmen grundsitz-
lich Werte zwischen 0 und 1 an. Diese gibt es sowohl
in kontinuierlicher Ausprdgung (z. B. in Bezug auf

GroBen wie % Liter oder auch % der Wandflédche) als

auch in diskreter Ausprdgung (z. B. 1 von 4 Personen;
die Diskretheit der ,,Félle ergibt sich meist durch
den Bezug auf konkrete Personen oder Objekte). Re-
lative Haufigkeiten beziehen sich (im Vergleich zu
Anteilen) dabei immer auf diskrete Merkmale.

Konkrete relative Héufigkeiten konnen auf ver-
schiedene Arten dargestellt werden, z. B. graphisch
(Kreisdiagramm, Sculendiagramm, etc.) oder nu-

merisch (z. B. 25 % oder %). Wihrend alle wesent-

lichen graphischen Darstellungsarten im schulischen
Unterricht thematisiert werden, werden in der Re-
gel nur drei numerische Schreibweisen (inklusive
deren Umrechnungen) systematisch behandelt: Pro-
zente (z. B. 25 %), Dezimalbriiche (z. B. 0,25) oder

gewohnliche Briiche (z. B. %). Es gibt jedoch noch

weitere numerische Darstellungsformen fiir relative
Haufigkeiten (unten in Tab. 1) wie beispielsweise die
,zu “-Schreibweise (z. B. 1 zu 3), die Schreibweise
,.Jeder Wievielte * (z. B. Jeder Vierte) oder die natiir-
lichen Hdufigkeiten (z. B. 1 von 4).

In Abschnitt 2 fassen wir noch einmal Erkenntnisse
einer Studie (Hagn 2019, bzw. Krauss et al. 2020) zu-
sammen, in der gezeigt werden konnte, dass relative
Haufigkeiten medial vor allem als Prozente bzw. na-
tiirliche Hdufigkeiten oder in Form von ,,Jeder Wie-
vielte “ kommuniziert werden. Gewdéhnliche Briiche
kommen in Zeitungen dagegen nur als Zahlworter
wie ,,ein Achtel“ oder ,,die Hilfte“ vor und Dezi-
malbriiche zwar zur Beschreibung von GroBen, aber
ebenfalls nicht als relative Haufigkeiten.

Im Sinne des oft angemahnten Alltagsbezugs des Ma-
thematikunterrichts sollten alle hdufig in Medien oder
Alltagssprache verwendeten Darstellungsformen von
Schiilerinnen und Schiilern verstanden und flexibel
ineinander iibertragen werden konnen. Dass Kindern
und Erwachsenen wechselseitige Umrechnungen
solcher Reprisentationen leichtfallen, da sie téglich
mit ihnen konfrontiert werden, wire jedoch ein Trug-
schluss: So konnten bei einer représentativen Umfra-
ge von 1.000 Deutschen auf die Frage ,,Was bedeuten
40 %?° (mit den Antwortalternativen ,,Ein Viertel*,
,Vier von Zehn™ oder ,,JJeder Vierzigste®) nur etwa
die Hilfte die richtige Antwort angeben (ndmlich
,,Vier von Zehn; Siiddeutsche Zeitung 2000).
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In Abschnitt 3 stellen wir deshalb zwei weitere Stu-
dien (Roidl 2015, Kiimmeringer 2021) vor, die dhn-
liche Probleme bei derartigen Umrechnungen auch
bei Schiilerinnen und Schiilern nachweisen, obschon
diese das Thema relative Haufigkeiten auf Basis der
drei schuliiblichen Darstellungen (oben in Tab. 1)
ausfiihrlich behandelt hatten. Solche Befunde legen
nahe, dass Darstellungen wie ,,1 von 4 oder ,,Jeder
Vierte® in der Schule nicht nur thematisiert, sondern
auch deren wechselseitige Umrechnungen — inklu-
sive der drei schuliiblichen Darstellungen — explizit
behandelt werden sollten (ausfiihrlich dazu siehe Ab-
schn. 2).

Insgesamt ergeben sich — bei sechs Darstellungsarten
(Tab. 1) und je zwei Ubersetzungsrichtungen — 30
mogliche Darstellungswechsel. Ein Grund fiir die
Schwierigkeiten, die viele Schiilerinnen und Schiiler
mit der wechselseitigen Umrechnung haben, kénnte
die meist nur rudimentére und unsystematische Ein-
fiihrung und Gegeniiberstellung dieser Darstellungs-
arten in der Schule sein. Im vorliegenden Beitrag sol-
len 1) die numerischen Darstellungsformen von rela-
tiven Haufigkeiten, sowie deren Relevanz in Alltag
und Schule erldutert werden, 2) die Notwendigkeit
einer systematischen Einfiihrung begriindet werden
3) hierfiir ein Zugang, bei dem gewdohnliche Brii-
che im Zentrum stehen, beschrieben werden, und 4)

dieser einem Zugang auf der Basis von natiirlichen
Haufigkeiten gegeniibergestellt werden.

2 Sechs zentrale numerische
Darstellungsarten von relativen
Haufigkeiten

Wie Tabelle 1 zu entnehmen ist, handelt es sich bei
gewohnlichen Briichen, Dezimalbriichen und Prozen-
ten um die in der Schule standardmifBig thematisier-
ten Darstellungsarten von relativen Haufigkeiten (die
dann spéter auch zur Darstellung von Wahrschein-
lichkeiten wieder zum Einsatz kommen). Diese wer-
den im Folgenden nicht mehr eingefiihrt oder néher
erldutert (zu gewohnlichen Briichen siehe aber z. B.
Abschn. 4). Natiirliche Hdiufigkeiten, die Schreibwei-
se ,,Jeder Wievielte “ und die ,, zu “-Schreibweise sind
hingegen Darstellungen, die in der Schule nicht oder
nur unsystematisch und wenn dann eher ,,zuféllig®
behandelt werden.

Zunéchst stellen wir die drei letzteren Schreibweisen
kurz vor. Dabei gehen wir jeweils auch auf mogli-
che visuelle Grundvorstellungen ein, da diese in
Abschnitt 4 (konkret: bei Zugang 2) noch eine ent-
scheidende Rolle spielen werden. Entgegen den teil-
weise sehr facettenreichen Konzeptualisierungen des
Grundvorstellungs-Begriffs in der Mathematik-Di-

. . maogliche visuelle Verwendung in
Numerische Darstellungsart Beispiel Grundvorstellungen Medien
Prozent 25 % sehr hédufig
28
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Tab. 1: Die sechs Darstellungsarten am Beispiel von 25 % (adaptiert nach Krauss et al. 2020)




daktik (z. B. Griesel et al. 2019) verwenden wir ihn
hier lediglich in einem intuitiven Sinn.

Drei ,,alternative® Darstellungsformen und
zugehdrige Grundvorstellungen

Natiirliche Haufigkeiten

Unter natiirlichen Hdufigkeiten (Gigerenzer &
Hoftrage 1995) versteht man die Kombination zwei-
er absoluter Hdufigkeiten mithilfe der Préposition
,.von“ (,,1 von 4°), d. h. man betrachtet eine bestimm-
te Teilmenge innerhalb einer gréBeren Bezugsmenge.
Natiirliche Hdufigkeiten kann man sich beispiels-
weise als eine endliche Menge vorstellen (z. B. von
Punkten; Tab. 1), bei der eine Teilmenge spezifisch
markiert ist. Eine ausfiihrliche didaktische Auseinan-
dersetzung mit dem Konzept der natiirlichen Hciufig-
keiten findet sich in Krauss et al. (2020).

Jeder Wievielte

Die Schreibweise ,,Jeder Wievielte* ist eine Aus-
drucksweise fiir einen Stammbruch mithilfe von Or-

dinalzahlen. % wird beispielsweise zu ,,Jeder Vier-

te”. Diese Darstellungsart wird gelegentlich auch
Quasiordinalzahl (z. B. Malle 2004) genannt (die
Verwendung dieses Begriffs ist fiir den Unterricht in
der Unterstufe aber natiirlich nicht geeignet). Zu be-
achten ist, dass in dieser Darstellungsart jedoch nur
relative Haufigkeiten dargestellt werden konnen, die

wertgleich zu einem Stammbruch sind (%, %, )

So lasst sich 40 % beispielsweise nicht in die ,, Jeder

Wievielte “-Schreibweise bringen, da 40 % = % = %

nicht in einen Stammbruch umgewandelt werden
kann. Aus dem selben Grund konnen auch Anteile,
die groBer als 0,5 sind, nicht in der ,,Jeder Wieviel-
te “-Schreibweise dargestellt werden. Eine Menge
(z. B. von Punkten in einer Reihe; Tab. 1), in der in
regelméBigen Abstinden genau ein Element markiert
ist, wire eine visuelle Vorstellung zu dieser Schreib-
weise.

., zu “-Schreibweise

Mit der ,,zu “-Schreibweise meinen wir das Verhilt-
nis bzw. die Gegeniiberstellung der Anzahl der Fille
mit einem bestimmten Merkmal zur Anzahl der Fil-
le ohne dieses Merkmal. So kann die Wahrschein-
lichkeit von 50 % als ,,1 : 1 (sprich: ,, I zu 1* oder
Hifty-fifty”) oder die Wahrscheinlichkeit von 25 %
als 1:3 (sprich: ,, 1 zu 3*) angegeben werden (eine
dieser Darstellung verwandte Ausdrucksweise ist
z. B. ,,Auf einen Beitragszahler kommen drei Ren-

tenbezieher; Agra Europe 2021). Weitere interes-
sante Uberlegungen zu dieser Darstellungsart sowie
zu deren Verwendung bereits in der Primarstufe sind
bei Kirsche und Hohloch (2020) zu finden.

Verwendung der sechs Darstellungsformen
in Schule und Alitag

Im Folgenden wenden wir uns den beiden rechten
Spalten aus Tabelle 1 zu, indem wir kurz die Ergeb-
nisse einer diesbeziiglichen Studie zusammenfassen
(Hagn 2019, Krauss et al. 2020). Anschlieend dis-
kutieren wir mogliche Griinde fur die unterschiedli-
che Verbreitung der sechs Darstellungen in Medien/
Alltag bzw. in der Schule.

In der Schule werden vor allem Prozente, Dezimal-
briiche und gewohnlichen Briiche behandelt. Die drei
alternativen Darstellungsformen von relativen Héu-
figkeiten (Tab. 1, unten) kommen zwar gelegentlich
in Schulbiichern vor, werden dabei aber meist nur un-
systematisch behandelt und eher beildufig erwihnt.
Auch in Lehrpldnen ist deren explizite Erwdhnung
derzeit noch eine Ausnahme (z. B. Staatsinstitut fiir
Schulqualitdt und Bildungsforschung ISB 2016).

Dies ist auf den ersten Blick verwunderlich, da ge-
rade natiirliche Hdufigkeiten und die Schreibweise
. Jeder Wievielte“ im Alltag neben Prozentangaben
héaufig auftreten (wie in einer systematischen Analy-
se von Zeitungen, Radio- und Fernsehsendungen ge-
zeigt werden konnte; Hagn 2019, Krauss et al. 2020).
Dagegen werden dieser Studie zufolge zur Darstel-
lung relativer Haufigkeiten in Alltag und Medien in
der Regel keine Dezimalbriiche oder gewdhnlichen
Briiche (in numerischer Form) verwendet (z.B.

,,0,25% oder ,,%“): Wihrend in Zeitungen gewdhnli-

che Briiche lediglich als Zahlwort (z. B. ,,Ein Vier-
tel) vorkommen, werden Dezimalbriiche im Alltag
fast ausschlieBlich fiir GroBen (aber nicht fiir relative
Héufigkeiten) benutzt. Ein Unterricht, der nicht da-
rauf hinweist, dass Dezimalbriiche zwar in der Ma-
thematik, nicht aber in Alltag und Medien zur Dar-
stellung relativer Haufigkeiten verwendet werden,
weckt hier also gegebenenfalls falsche Erwartungen
bei Schiilerinnen und Schiilern.

Ein Grund, weshalb sowohl die Schreibweisen
natiirliche Hdufigkeiten, ,,Jeder Wievielte”, die
., zu “-Schreibweise in den Medien genutzt werden,
konnten die anschaulichen mentalen Reprisentati-
onen sein, die hierbei gedanklich aufgebaut werden
konnen (Tab. 1).

Prozente, Dezimalbriiche und gewdhnliche Briiche
sind in der Mathematik vor allem deshalb ein méchti-
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ges und flexibel einsetzbares ,, Werkzeug®, da sie —im
Gegensatz zu den drei alternativen Schreibweisen —
nicht nur fiir relative Haufigkeiten verwendet werden
konnen. Mit den drei schuliiblichen Darstellungen
konnen sowohl diskrete als auch stetige Merkma-
le sowie sogar negative Werte oder auch Werte, die
groBer als 1 sind, dargestellt werden (beispielsweise
Verénderungen von 120 %). Dies ist mit natiirlichen
Haufigkeiten oder der Schreibweise ,,Jeder Wieviel-
te “ nur sehr bedingt moglich, da diese Darstellungen
nur relative Haufigkeiten ausdriicken konnen (d. h.
weder sind Ausdriicke der Art ,,10 von 8 noch For-
mulierungen wie ,,Minus Jeder Dritte® intuitiv inter-
pretierbar; Krauss et al. 2020).

Mit Prozenten, Dezimalbriichen und gewdhnlichen
Briichen konnen prinzipiell alle Rechenoperationen
durchgefiihrt werden (vgl. Weber 2016). Mit Dezi-
malbriichen und gewdohnlichen Briichen lassen sich
weiterhin bequem Gr6Ben ausdriicken (z.B. 1,5

Liter oder % kg). Aber auch wenn Briiche (in ihrer

formalen Schreibweise) selbstverstidndlich ein un-
verzichtbares mathematisches Werkzeug darstellen,
muss man sich als Lehrkraft dariiber im Klaren sein,
dass sie in Medien zur Darstellung relativer Haufig-
keiten — entgegen der Suggestion von Lehrplidnen
und Schulbiichern — uniiblich sind (es gibt sogar eine
Konvention von Redaktionen fiir Journalisten, auf
gewohnliche Briiche in Zeitungsartikeln nach Mog-
lichkeit komplett zu verzichten; Krauss et al. 2020).

Mittlerweile gibt es eine vergleichbare Studie zu ver-
schiedenen Darstellungen von Wahrscheinlichkei-
ten. Rolfes und Fahse (2021) untersuchten, welche
numerischen Formate Schiilerinnen und Schiiler fiir
deren Quantifizierung aktiv nutzen. Dabei wurden
die in der Schule unterrichteten Prozente und Briiche
sowie die schulisch kaum behandelten Verhdlmisse
(hierbei waren die natiirlichen Hdufigkeiten und die
., zu “~Schreibweise zusammengefasst) in etwa gleich
haufig genutzt. Die in der Mathematik iibliche Dar-
stellung als Dezimalbriiche wurde hingegen — wie
auch schon fiir relative Haufigkeiten — kaum verwen-
det.

3 Schwierigkeiten bei der Umrechnung

Wie gut gelingt Lernenden die wechselseitige Um-
rechnung dieser sechs Darstellungen von relativen
Haufigkeiten? Beziiglich dieser Kompetenz wurden
im Rahmen einer Abschlussarbeit 79 bayerische
Schiilerinnen und Schiiler der sechsten und siebten
Klasse (Mittel- und Realschule) untersucht (Kiim-
meringer 2021). Der Test bestand aus vier Aufgaben.

In der ersten (geschlossenen) Aufgabe mussten die
Schiilerinnen und Schiiler entscheiden, welche von
sieben gegebenen Alternativen richtig und welche
falsch sind (Tab. 2, oben). Bei den folgenden drei
Aufgaben (Nr. 2—4 in Tab. 2) sollten bestimmte re-
lative Haufigkeiten jeweils aktiv in andere Darstel-
lungsarten umgewandelt werden (der Fragebogen
wurde in drei verschiedenen Versionen ausgeteilt,
diese unterschieden sich aber lediglich in den Zah-
lenwerten). In allen teilnehmenden Klassen waren
Briiche bzw. rationale Zahlen bereits eingefiihrt. Es
gab vor der Erhebung keinerlei Erkldrungen zu den
verschiedenen Darstellungsformen. Es zeigte sich,
dass bei der ersten Aufgabe die Ldsungsraten bei
oder nur knapp iiber der Ratewahrscheinlichkeit la-
gen. Der aktive Wechsel von einer Darstellungsform
in eine andere in den Aufgaben 2 bis 4 gelang den
Studienteilnehmenden ebenfalls nicht zufriedenstel-
lend. Diese Ergebnisse geben Hinweise darauf, dass
Umrechnungen der Darstellungsarten fiir Schiile-
rinnen und Schiiler im Allgemeinen alles andere als
trivial sind. Bei der Analyse der falschen Antworten
waren dabei drei Punkte besonders auffillig:

1) Bei der Umwandlung der Schreibweise ,, Jeder
Wievielte* (vgl. Aufgabe 2) wurde die Ordinalzahl
direkt — statt ihrem Kehrwert — fur die Losung ge-
nutzt (z. B. ,,JJeder Zwanzigste* entspricht 20 % oder
»Jeder Fiinfte” entspricht 5 % oder auch 50 %).

2) Bei der Umwandlung einer natiirlichen Hdiufig-
keit in die ,,zu“-Schreibweise wurde (vgl. Aufgabe
3b) oft ,,a von b* und ,,a zu b* gleichgesetzt (z. B. ,,4
von 6 entspricht ,,4 zu 6“ bzw. ,,12 zu 18%). Diese
Aufgabe wurde interessanterweise von keiner einzi-
gen Versuchsperson korrekt bearbeitet.

3) Die einzige Aufgabe (Aufgabe 4) mit konkret vor-
gegebenen Merkmalstrager und Kontext (z. B. Frei-
wiirfe beim Basketball) wurde von allen halboffenen
Aufgaben am besten gelost.

Diese Beobachtungen legen nahe, dass bei einer Ver-
mittlung der verschiedenen Schreibweisen auch die
Vorstellungen hinter diesen konkret erldutert und
diese auch explizit voneinander abgegrenzt werden
sollten (z. B. Unterschied der Préposition ,,von* und
,ZU).

Eine Vorlduferstudie (Examensarbeit von Roidl 2015)
hatte bereits dhnliche Resultate erbracht: Es konnten
nur 129 von 227 (56,8 %) Schiilerinnen und Schiiler
aus Gymnasium und Mittelschule den Ausdruck ,,Je-
der Vierte™ in eine Prozentangabe umwandeln. Den
Ausdruck ,,20 % konnten 67 % der Befragten nicht




Aufgabe Performanz Bemerkung
1) Was bedeutet 40 %?
Aussage wahr i falsch
a) Einer Chance von ,4 zu 10* - 43 % Performanz (d.h. Anteil der richtigen Kreuze) der]
b) 2/5 X 48 % Schiilerinnen und Schiiler entsprach in etwa der
0) Ein Vierzigstel - - 54 9% Ratewahrscheinlichkeit von 50 %
) Vierhundert yon Tausend B = 66 % Performanz der Schiilerinnen und Schiiler lag
©) 4 von 10 X = 68 % signifikant iiber der Ratewahrscheinlichkeit von|
f) Jeder Vierzigste m] X 71 % 50 %.
2) 0,4 R =) 78 %
2) Bitte tibertrage die Angabe ,jeder Fiinfte*
a) ... in eine entsprechende Prozentangabe: 2O % 18 % héufig filschlich Angaben, die Ordinalzahl ,,iiber-
b) ... in einen gewdhnlichen Bruch (z.B.1/,):  [Fia=%) 25% nehmen* (z.B. 5 % oder 50 % bei ,,jeder Fiinfte*)
3) Fiille folgende Liicken aus: ,;4 von 6 entsprechen
a),,12 von A3 “ 38 % »a von b und ,,a zu b wurden héufig
b) ,,Eine Chance von 4 7 1 “ 0% gleichgesetzt
4) Vervollstandige folgenden Satz:
Patrick hat zwei von zehn Freiwiirfen beim Basketball 5 Dieses Item wurde von den halboffenen Fragen
getroffen. Er hat also jeden [0nflen  Wurf getroffen. W am besten geldst (47% richtige Losungen).

Tab. 2: Aufgaben (der Version A) mit insgesamt niedrigen Lésungsraten tber alle drei gestellten Versionen; die

korrekten Lésungen sind jeweils handschriftlich ergénzt

den fiinf gegebenen moglichen alternativen Schreib-
weisen richtig zuordnen.

Beide Studien weisen auf einen grofien Bedarf hin,
sowohl die schuliiblichen als auch die in der Schu-
le nicht systematisch behandelten Darstellungsarten
sowie deren Zusammenhang gezielt zu unterrichten.
Zwei Moglichkeiten, wie diese wechselseitigen Um-
wandlungen in der Schule thematisiert werden kénn-
ten, sollen im Folgenden dargestellt werden.

4 Zwei Zugange zur Umrechnung

Prinzipiell kann gerade der Wechsel von mathema-
tischen Darstellungsformen besonders fruchtbares
Lernen bedeuten. Eine Behandlung aller 30 Umrech-
nungen ist aber unserer Ansicht nach wenig zielfiih-
rend. Ziel sollte lediglich sein, dass Schiilerinnen und
Schiiler sicher von einer Darstellungsform zu jeder
anderen gelangen konnen und dadurch flexibel mit
diesen umgehen kénnen. Umwege {iber andere Dar-
stellungsformen sind hier gerne erlaubt — ja sogar als
Strategie erwiinscht.

Die Umrechnung von Prozenten, gewéhnlichen Brii-
chen und Dezimalbriichen wird in der Schule aus-
fiihrlich behandelt. Die gegenseitige Umrechnung
von Prozenten in Dezimalbriiche ist z. B. durch die
Regel des ,,Kommaverschiebens* einfach. Die Dar-
stellungswechsel zwischen Dezimalbriichen, bzw.
Prozenten und gewdhnlichen Briichen sind wiederum
durchaus anspruchsvoll, werden aber in der Schule
im Rahmen der Bruchrechnung eingehend unterrich-
tet (z. B. Division des Zihlers durch den Nenner oder

iiber Zehnerbriiche). Diese (bekannten) Umrechnun-
gen sind in Abbildung 2 und Abbildung 3 mit a), b)
und c) gekennzeichnet. Im Rahmen der beiden im
Folgenden beschriebenen Zugidnge wird vor allem
jeweils die rechte Seite von Abbildung 2 und 3 fo-
kussiert, da hier aufgrund der Diskrepanz zwischen
Schule und Alltag die eigentliche didaktische Liicke
besteht.

Im ersten Zugang werden die gewdohnlichen Briiche
in den Mittelpunkt gestellt (weshalb dieser auch als
Vertiefung der Bruchrechnung angesehen werden
kann). Beim zweiten Zugang werden hingegen die
natiirlichen Hdufigkeiten sowie deren moglichen
Grundvorstellungen fokussiert. Der zweite Zugang
ist verstdndnisorientierter als der erste Zugang ange-
legt (fiir Verstdndnisorientierung versus Kalkiilori-
entierung siehe z. B. Prediger 2009). Die Grundidee
beider Zuginge ist also nicht die direkte Instruktion
von allen potentiell méglichen Umrechnungen. Es
wird vielmehr empfohlen, zunéchst jeweils einen
Zwischenschritt auf eine ,,sichere Briicke* zu gehen,
um zugrunde liegende Prinzipien zu verstehen.

Da gewdhnliche Briiche das Zentrum des ersten Zu-
gangs sind und beim zweiten Zugang — bei dem die
natiirlichen Hdufigkeiten im Zentrum stehen — zu-
mindest noch die ,,zweitwichtigste* Darstellung sind,
folgen zunichst einige allgemeine Bemerkungen zu
Briichen. Im Standardwerk Didaktik der Bruchrech-
nung beschreiben Padberg und Wartha (2017) die
Diskussionen um die Bruchrechnung in der Schule
aufgrund der geringen Relevanz der gewdhnlichen
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Briiche in Alltag und Berufsleben (was durch die
erste der beiden oben beschriebenen Studien noch
einmal gestiitzt wird). Dort werden zunichst einige
héufig genannte Argumente gegen die umfassende
Thematisierung der Bruchrechnung in der Schule zu-
sammengefasst, anschlieBend jedoch stirkere Argu-
mente fiir deren ausfiihrliche Behandlung im Unter-
richt ausgefiihrt. Die wichtigsten Argumente fiir eine
ausfiihrliche Behandlung sind neben der anschauli-
chen Vorstellung zum Rechnen mit nicht-ganzzah-
ligen Zahlen die Gleichungslehre und die Zahlbe-
reichserweiterung der natiirlichen Zahlen. Auch die
Wahrscheinlichkeitsrechnung wird genannt, da man
hiufig Ausgangssituationen aus den Ldsungen re-
konstruieren kann, wenn dabei gewdhnliche Briiche
verwendet wurden. So erkennt man bei einem Urnen-

experiment an der Gleichung P(4) = % : %, dass es

ein Zufallsexperiment ohne Zuriicklegen war, da der
Nenner, der die Anzahl der Kugeln angibt, beim zwei-
ten Faktor um 1 reduziert ist. Dariiber hinaus werden
gewohnliche Briiche zur Erarbeitung der Pfadregeln
gegenilber Dezimalbriichen oder Prozenten prife-
riert. Im selben Sinne fordert Heckmann (2005), dass
die gewdhnlichen Briiche ausfithrlich im Unterricht
behandelt werden sollen, da ein sicherer Umgang mit
gewohnlichen Briichen wiederum den Umgang mit
Dezimalbriichen positiv beeinflusst.

Gewdhnliche Briiche eignen sich auch gut fur Be-
rechnungen. So ldsst sich die Frage ,,Wie grof} ist
der Anteil der Kinder, die FuBBball oder Handball als
Lieblingssport angegeben haben, wenn jedes drit-
te Kind Fufiball und jedes siebte Kind Handball als
seine Lieblingssportart angibt? leicht durch eine
Umwandlung in gewdhnliche Briiche und anschlie-
Bender Bruchrechnung beantworten: ,,Jeder Dritte*

entspricht % und ,,Jeder Siebte* entspricht % Somit

ergibt sich als Anteil % + % = 27—1 + % = %—(1) In
der ,,Jeder Wievielte “-Schreibweise ist die Berech-
nung hingegen nicht moglich. Die Rechnung wire
auch mithilfe von Dezimalbriichen oder Prozenten
moglich. Hierbei ist aber aufgrund der auftretenden
Periode (0,3, bzw. 0,142857) die Berechnung auf-
windiger und der Rechenweg nicht mehr so leicht
nachvollziehbar.

Ein Ergebnis der Untersuchung von Rolfes und Fah-
se (2021), namlich dass der kompetente Umgang mit
gewohnlichen Briichen und die richtige Losungsfin-
dung bei Aufgaben zu Laplace-Wahrscheinlichkeiten
zusammenhéngt, konnte ebenfalls durch die zentrale
Stellung der gewdhnlichen Briiche begriindet sein.

Zugang 1: ,,Briicke durch Briiche“

Zunéchst betrachten wir einen Zugang (Abb. 2),
bei dem die gewdhnlichen Briiche die Funktion als
,Briicke der Umrechnung™ zwischen den Darstel-
lungsformen haben. Mit diesem Zugang braucht man
nicht mehr alle moglichen 30 Wechsel explizit zu
betrachten, die Darstellungsformen kénnen vielmehr
durch den ,,Umweg™ iiber die gewohnlichen Briiche
ineinander tiberfiihrt werden. Eine Ausnahme bildet
hierbei lediglich die oben genannte Regel des ,,Kom-
maverschiebens® bei der Umrechnung der Prozente
in Dezimalbriiche (die natiirlich direkt moglich ist).
Beim vorgeschlagenen Umweg iiber gewohnliche
Briiche reduzieren sich die 30 Umrechnungen dann
auf insgesamt zwolf (Abb. 2).

Die Umrechnungen a), b) und ¢) in Abbildung 2 sind
die aus der Schule bekannten Darstellungswechsel,
die hier nicht noch einmal extra aufgegriffen werden.
Die zwdlf Umrechnungen reduzieren sich bei Ein-
schrankung auf die rechte Seite dann auf sechs. Diese
konnen dann wiederum auf insgesamt drei Prinzipien
zuriickfithren lassen (siehe Algorithmus in Tab. 3),
die dann jeweils in zwei Richtungen durchgefiihrt
werden (vgl. die jeweils zwei Pfeile bei 1, 2, 3).

Fiir eine konkrete Umwandlung zweier der drei
rechtsstehenden Darstellungen (Abb. 2) ineinan-
der sind dabei zwei Schritte erforderlich: Zuerst der
Zwischenschritt von der Ausgangsdarstellung ,,auf
die Briicke* der gewdhnlichen Briiche und dann an-
schlieBend nach rechts zuriick zur Zieldarstellung.
Mochte man z. B. eine Angabe in natiirlichen Hciu-
figkeiten (,,5 von 6%) in der ,,zu“-Schreibweise dar-
stellen, wird das Ergebnis nach Zugang 1 nicht direkt

ermittelt, sondern zuerst der Bruch % gebildet und

dieser dann mit dem gelernten Prinzip in die Darstel-
lung ,,5 zu 1* gebracht (vgl. Tab. 3 drittes Prinzip).

Auch der Wechsel zur ,,anderen Seite” (zu den schul-
iiblichen Darstellungen) geht tiber die gewdhnlichen
Briiche: Mochte man nun beim obigen Beispiel von
der ,,zu“-Schreibweise (,,5 zu 1) zu den Prozenten
gelangen, geht man erst zu den gewdhnlichen Brii-

chen (%) zuriick. Im zweiten Schritt wandelt man die-

sen dann mit den im Unterricht behandelten Metho-
den (z. B. Division des Zihlers durch den Nenner)
schlieBlich in die Prozentangabe ,83,3 %".

Insgesamt miissen die Lernenden, um alle 30 Um-
rechnungen zu beherrschen, dann nur noch drei Prin-
zipien lernen. Angaben, die auswendig in allen For-
men dargestellt werden konnen, bilden dabei Aus-
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Abb. 2: Zugang 1 — Umrechnung tber die Briicke der gewéhnlichen Briiche

nahmen (z. B. 50 % = ,,Jeder Zweite“ = ,,1 zu 1« =
Sifty-fifty).

Wie sind wir zu den Einschdtzungen der jeweili-
gen Schwierigkeiten (rechts in Tab. 3) gekommen?
Die Umrechnung (1) zwischen den gewdhnlichen
Briichen und den natiirlichen Hdufigkeiten ist ver-
gleichsweise einfach. Bei der Umwandlung eines
Bruchs wird der Zahler zur ersten Komponente und
der Nenner zur zweiten Komponente der natiirlichen
Hdufigkeit. Die Riickrichtung erfolgt analog. Beim
Darstellungswechsel (2) zwischen gewdhnlichen
Briichen und der Schreibweise ,,Jeder Wievielte*
sind beide Richtungen gesondert zu betrachten. Bei
der Umwandlung der ,, Jeder Wievielte “-Schreibwei-
se zu den gewdhnlichen Briichen wird die Ordinal-
zahl zum Nenner des Bruchs und der Zahler stets zu

1. Die umgekehrte Richtung ist dabei nur moglich,
wenn der Bruch wertgleich zu einem Stammbruch
ist, andernfalls gibt es keine Entsprechung in der
Schreibweise ,, Jeder Wievielte .

Mochte man wissen, ob eine beliebige Darstellung
(z. B. eine Prozentangabe) in der Form ,,Jeder Wie-
vielte “ darstellbar ist, kann man also immer den Weg
tiber die gewdhnlichen Briiche nutzen. Hierfiir wan-
delt man diese Darstellung erst in einen gewdhnli-
chen Bruch um und priift anschlieBend, ob dieser zu
einem Stammbruch gekiirzt werden kann. Eine Schii-
lerin oder ein Schiiler tiberpriift bei der Umwand-
lung von 4 % (oder 7 %) in die Schreibweise ,, Jeder
Wievielte *“ also, ob diese Werte als Stammbruch dar-

stellbar sind. 4 % = % = % ist als Stammbruch

Umrechnung Algorithmus Schwierigkeit
gewdhnlicher natiirliche * .
1 Bruch “ Haufigkeit P ” X vony einfach
gewohnlicher - 1 i :
2 Biich “ Jeder Wievielte - S Jeder x-te mittel
*Hinrichtung nur moglich, falls gewdhnlicher Bruch wertgleich zu einem Stammbruch ist
x
=~ - xzu(y—-x
3 gewdohnlicher “ 5 ZU - y (y=x) el
Bruch Schreibweise X
Xzuy _ x+y

Tab. 3: Zugang 1 — Die drei einzufiihrenden Prinzipien beim Zugang mit Briichen im Zentrum




und also in der ,Jeder Wievielte“-Schreibwei-
se (,Jeder Fiinfundzwanzigste) darstellbar. Bei

7% = 17T0 ist dies hingegen nicht moglich.

Der Darstellungswechsel (3) von den gewdéhnlichen
Briichen in die ,,zu“-Schreibweise erfolgt, indem
man den Zihler des Bruchs als erste Komponente
und die Differenz des Nenners zum Zihler als zweite
Komponente wihlt. Formal ausgedriickt lautet dies:

X .
v wird zu ,,x zu

tioniert analog: aus ,,x zu y* wird

(y — x)*. Die andere Richtung funk-
x
x+y
dere ist hier, dass fiir beide Richtungen leicht abge-

wandelte Formeln verstanden werden miissen.

Das Beson-

Als Fazit kann festgehalten werden, dass sich alle 30
moglichen Umrechnungen in diesem eher kalkiilo-
rientierten Zugang mithilfe von nur drei Prinzipien
durchfiihren lassen sich (Tab. 3).

Bei diesem Ansatz wurden die gewohnlichen Brii-
che ins Zentrum gestellt, die in den ersten Jahren der
Sekundarstufe 1 einen groBen Raum im schulischen
Mathematikunterricht einnehmen. Die systematische
Einfiihrung der neuen Darstellungsarten sollte dabei
nicht als ,,zusétzlicher Mehraufwand* gesehen wer-
den, sondern kann aus der Perspektive von Zugang 1
sogar als eine Moglichkeit zur ,, Vertiefung des Bruch-
zahlverstindnisses® betrachtet werden, die noch dazu
einen klar kompetenzorientierten Zuschnitt hat.

Zugang 2: ,,Briicke durch natiirliche
Haufigkeiten“

Zugang 2 stellt die natiirlichen Hdufigkeiten ins Zen-
trum und nutzt dabei explizit, dass bei einigen Dar-

\

Briich: l
riiche 1 .
-

stellungsarten (z. B. Jeder Wievielte) gedanklich sehr
intuitive Grundvorstellungen aufgebaut werden kon-
nen (siche hierzu auch Tab. 1, Mitte).

Dieser Zugang (vgl. Abb. 3) sieht in der Gesamtdar-
stellung etwas komplexer als Abbildung 2 aus, ist aber
durch die verstindnisorientierte Herangehensweise
ggfs. vielleicht sogar noch intuitiver nachvollziehbar.
Er beinhaltet fiir alle Umrechnungen die in Abschnitt
2 erlduterte Visualisierung der natiirlichen Hdiufig-
keiten (die sich in Tab. 4 jeweils auf der linken Seite
der zweiten Spalte befindet). Kern dieses Zugangs ist
es, ein tiefes Verstdndnis fiir die Darstellungsformen
und deren Zusammenhinge zu schaffen, indem man
zunidchst die intuitiven Grundvorstellungen zu allen
Darstellungen thematisiert. Aus den numerischen
Schreibweisen werden in diesem Zugang also ikoni-
sche Reprisentationen, mit denen die Schiilerinnen
und Schiiler konkret arbeiten kénnen (weshalb die
Prinzipien aus Tab. 4 dann sogar noch intuitiver als
diejenigen aus Tab. 3 sind). So werden Darstellungen
auf der Ebene von intuitiven Vorstellungen vernetzt,
was einen stark verstdndnisorientierten Charakter
hat. Im Folgenden erldutern wir die verschiedenen
Umrechnungen des zweiten Zugangs jeweils exem-
plarisch am Beispiel der natiirlichen Hdufigkeit ,,1
von 4 aus Tabelle 4:

(1) Inderersten Zeile (Tab. 4) soll ,,1 von 4 in einen
gewohnlichen Bruch umgewandelt werden. Dieser
Wechsel kann auf der Basis der Grundvorstellung zu
natiirlichen Héufigkeiten mithilfe der Bruch-Grund-
vorstellung 7eil eines Ganzen (Padberg & Wartha
2017) erldutert werden. Alle moglichen Félle sind
jeweils als das Ganze zu verstehen (umrandet in der

,,Jeder

Wievielte*
000@000 e

(unendliche)
Aneinanderreihung

2 Abschneiden einer sich
wiederholenden
Sequenz
Natiirliche
Haufigkeiten
Gegeniiberstellung der

Objekte mit Merkmal
und den Restlichen

Betrachten der Objekte 2 =
mit Merkmal unter allen Schreibweise
Objekten ® : 000

Y
schuliibliche Darstellungen

|
in der Schule uniibliche Darstellungen

Abb. 3: Zugang 2 — Umrechnung Uber die Briicke der natirlichen Haufigkeiten und der gewdhnlichen Briiche




Abbildung), der ,,Teil” besteht aus denjenigen Féllen
mit einem bestimmten Merkmal.

(1a, b) Bei der Umrechnung der natiirlichen Hciufig-
keiten in (a) Prozente bzw. (b) Dezimalbriiche sind
zwei Wege moglich: Handelt es sich um ganzzah-
lige Prozente, bzw. natiirliche Hdufigkeiten, deren
Gesamtmenge leicht als Zehnerpotenz dargestellt
werden kann, bietet sich ein direkter Weg an (la,
1b). Exemplarisch soll dies fiir die Gesamtmenge
von 100 vorgestellt werden: Jeder der 100 Fille ent-
spricht dann genau einem Prozentpunkt oder 0,01.
Umgekehrt entspricht jeder Prozentpunkt oder jede
Hundertstelstelle genau einem Fall aus der Menge.
Handelt es sich hingegen nicht um eine solche Pro-
zentangabe oder Dezimalbruch, bietet sich der Weg
iiber die gewdhnlichen Briiche (1) an (vgl. auch Zu-

gang 1).

(2) Der Wechsel von der Darstellung der natiirlichen
Haufigkeiten zur Schreibweise ,,Jeder Wievielte*
geschieht, indem die endliche Menge immer weiter
aneinandergereiht wird. Man ,,zdhlt“ dann die Reihe

ab und findet in regelméBigen Abstdnden genau einen
Fall mit dem Merkmal. Die Bedingung, dass der Aus-
druck wertgleich zu einem Stammbruch sein muss,
kann damit erkldrt werden, dass die Abstdnde immer
identisch sein miissen. Kann die natiirliche Haufig-
keit also nicht derart gekiirzt werden, dass am Ende
nur ein einziger Fall mit Merkmal {ibrig bleibt, kann
kein regelmaBiger Abstand erzeugt werden (und zu-
mindest der exakte Wert ist dann nicht in der ,, Jeder
Wievielte “-Schreibweise darstellbar). Die Riickrich-
tung kann mit einer entsprechenden Abtrennung er-
klart werden.

(3) Der Wechsel von den natiirlichen Hdufigkeiten
zur ,zu “-Schreibweise erfolgt, indem die Fille mit
Merkmal und ohne Merkmal getrennt betrachtet und
gegeniibergestellt werden. Als ,,Barriere® wirkt hier-
bei der Doppelpunkt bzw. das Wort ,,zu“. Hier wird
deutlich, dass der Doppelpunkt nicht als Rechenzei-
chen gedeutet werden soll — ein Aspekt, der unter-
richtlich thematisiert werden sollte, um Verwechs-
lungen vorzubeugen.

Umrechnung

Erklirung am Beispiel ,,1 von 4

ST

Objekte mit Merkmal als Zihler, ‘

1 von 4
natiirliche ' . gewohnlicher Gesamtmenge als Nenner
Haufigkeit Bruch Zihler als Teil,
- Nenner als Ganzes
Spezialfall | von 4 25 04
1 tiirlich a) Prozent eznstspreclhg(;l Ein Prozentpunkt bzw. Hundertstel 0,25
b ;a ;li ?t von entspricht genau einem Fall 3
AL b) Dezimal- :
bruch :
:

1 von 4 Jeder Vierte
L (unendliche)
2 naturhch? ,-,J efier Aneinanderreihung
Héufigkeit ' ' Wievielte* Abschneiden einer sich
wiederholenden Sequenz
“000e0008
1 von 4 Gegeniiberstellung der Objekte' 1:3
aatillelia 20 - imit Merkmal und den Restlichen k
3 Haufigkeit Sehiebweise Betrachten der Objekte mit
Merkmal unter allen Objekten

Tab. 4: Erklarung der Umrechnungen mit den natirlichen Haufigkeiten im Zentrum am Beispiel ,1 von 4*
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5 Fazit und Ausblick

Einen wichtigen Beitrag, damit Schiilerinnen und
Schiiler kompetente und miindige Biirgerinnen und
Biirger in der heutigen Gesellschaft werden, leistet
die Ausbildung im Umgang mit statistischen Infor-
mationen wie beispielsweise relativen Haufigkeiten
(Abb. 1). Das Verstehen und die flexible Handhabung
numerischer Angaben von relativen Haufigkeiten bil-
den hierfiir eine entscheidende Basis. Die Bedeutung
der verschiedenen Darstellungsarten kann hierbei
anschaulich mithilfe ikonischer Représentationen il-
lustriert werden, die jeweils auf moglichen intuitive
Grundvorstellungen aufbauen sollten.

Nach einer Motivation tiber drei empirische Studien
(eine zum Vorkommen der Darstellungen in Alltag
und Medien; Krauss et al. 2020; und zwei Examens-
arbeiten zu typischen Fehlern und Problemen bei ent-
sprechenden Umrechnungen; Kiimmeringer 2021;
Roidl 2015) werden zur unterrichtlichen Implemen-
tation der wechselseitigen Umrechnungen in diesem
Beitrag zwei Herangehensweisen vorgestellt: Bei bei-
den Zugéngen spielen die gewohnlichen Briiche eine
gewichtige Rolle und in beiden Zugingen werden die
fuir die Umrechnung nétigen Darstellungswechsel re-
duziert. Zugang 1, der die gewohnlichen Briiche ins
Zentrum stellt, ist gut fiir einen ,,schnellen Wechsel
geeignet, wenn die verschiedenen Schreibweisen be-
reits ausreichend verstanden werden. Dariiber hinaus
kann dieser Zugang als kompetenzorientierte Vertie-
fung der Bruchrechnung dienen. Zugang 2, ein eher
verstiandnisorientierter Ansatz, eignet sich besonders
bei der Einfithrung der verschiedenen Schreib- und
Sprechweisen. Er betont die Vorstellung hinter den
jeweiligen Darstellungsformen, um die Umrech-
nungsregeln auf intuitive Weise zu begriinden. Auch
bei Verstdndnisproblemen mit der Interpretation der
Schreibweisen oder bei Schwierigkeiten mit dem
Wechsel der Darstellungsformen ist Zugang 2 zu pra-
ferieren, da dort der Zusammenhang der Schreibwei-
sen anschaulich erkennbar wird.

Fiir den kompetenten Umgang mit den verschiedenen
Darstellungsformen (im Alltag) sollte man im spite-
ren Verlauf unterschiedliche Aufgaben stellen, die
auch tiber das reine Umrechnen hinausgehen. Zen-
trale Themenfelder, die ebenfalls die Medienkompe-
tenz der Schiilerinnen und Schiiler stirken kdnnen,
sind GroBenvergleiche von Angaben (,,Wo sind mehr
Personen betroffen? Bei jedem Vierten oder jedem
Fiinften*), das kritische Hinterfragen von medialen
Angaben (,,Wieso kann folgende Zeitungsmeldung
nicht stimmen?*) oder auch die Verwendung der
Angaben im Alltag. So sollte man die Schiilerinnen

und Schiiler beispielsweise dafiir sensibilisieren,
dass im Alltag und in den Medien nicht alle Angaben
mathematisch exakt umgerechnet werden. Vielmehr
werden oft Ndherungen verwendet, damit man einen
Anteil in eine fiir den Leser leicht zugéngliche Dar-
stellungsform bringen kann. So ist es beispielsweise
in Medien iiblich ,,51 % einfach als ,,Jeder Zweite*
oder, ,.etwa jeder Zweite™ darzustellen (vgl. Abb. 1).
Eine umfangreiche Aufgabensammlung, die aus kon-
kreten didaktischen Instruktionen fiir Schiilerinnen
und Schiiler beziiglich zahlreicher fehlerhafter und
unterhaltsamer Zeitungsmeldungen besteht, ist in
Bruckmaier et al. (2016) zu finden.

Zukiinftige Studien konnten nun untersuchen, mit-
hilfe welcher Schritte Schiilerinnen und Schiiler die
Umrechnungen am besten erlernen und wie nach-
haltig die beiden vorgeschlagenen Zuginge sind.
Weiterhin konnte auch empirisch ein Vergleich mit
dlteren Personen, die den Darstellungswechsel (ver-
meintlich) beherrschen, gezogen werden. Unter-
scheiden sich die beiden Gruppen in ihrem Vorgehen,
wie erfolgreich sind sie mit ihren Strategien? Auch
wire eine interessante Fragestellung, ob sich die bei
den Kompetenzen in der Prozentrechnung gingigen
Geschlechtsunterschiede (Brunner et al. 2011) auch
bei den anderen Darstellungsarten finden lassen.

Eine relevante Frage wire auch, ob es einen Zusam-
menhang zwischen dem Beherrschen der Bruchrech-
nung und der erfolgreichen Umrechnung der Darstel-
lungsarten statistischer Informationen gibt. Wir hot-
fen, dass wir mit dem vorliegenden Beitrag in jedem
Fall eine Forschungsliicke verdeutlichen konnten
und zu interessanter Anschlussforschung anregen.

Danksagung: Die Autorinnen und Autoren danken
den Gutachtenden sowie Joachim Engel fiir kon-
struktive Kritik und Verbesserungsvorschlige.
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